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განმარტებები და აღნიშვნები

N+-ით ავღნიშნოთ მთელი არაუარყოფითი რიცხვების სიმრავლე,
N := N+ ∪ {0}-ით კი მთელი დადებითი რიცხვების სიმრავლე.

m := (m0,m1, . . . ) -ით აღვნიშნოთ დადებითი რიცხვების
მიმდევრობა, რომლებიც არ არიან 2-ზე ნაკლბები.

აღვნიშნოთ
Zmk := {0,1, . . . ,mk − 1}

ადიციური ჯგუფი რიცხვითი მოდულით mk.
განვმარტოთ ჯგუფი Gm როგორ პირდაპირი ნამრავლი ჯგუფის Zmj

დისკრეტულ ტოპოლოგიურ ჯგუფთან Zmj
,s.

µ ზომების პირდაპირი ნამრავლი

µk ({j}) := 1/mk (j ∈ Zmk)

არის ჰაარის ზომა Gm -ზე µ (Gm) = 1-თან ერთად.
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განმარტებები და აღნიშვნები
თუ supn∈N mn <∞, მაშინ ჩვენ დავუძახოთ Gm-ს შემოსაზღვრული
ვილენკინის ჯგუფი. თუ მიმდევრობა m არ არის შემოსაზღვრული
მაშინ Gm -ზე ვიტყვით, რომ ის არის შემოუსაზღვრელი ვილენკინის
ჯგუფი.

ჩვენ განვიხილავთ მხოლოდ შემოსაზღვრულ ვილენკინის სისტემებს.

Gm-ის ელემენტები არიან წარმოდგენილი

x := (x0, x1, . . . , xk, . . . ) ( xk ∈ Zmk)

მიმდევრობებით.
Gm-ს მიდამოს შევუსაბამოთ შემდეგი ბაზისი

I0 (x) := Gm,

In(x) := {y ∈ Gm | y0 = x0, . . . , yn−1 = xn−1} (x ∈ Gm, n ∈ N)
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განვსაზღვროთ ე.წ. განზოგადებულ რიცხვით სისტემა ბაზისით m-ზე
შემდეგნაირად:

M0 := 1, Mk+1 := mkMk (k ∈ N)

ყველა n ∈ N შეიძლება იყოს ცალსახად გამოსახული
n =

∑∞
k=0 njMj-ით, სადაც nj ∈ Zmj (j ∈ N) და nj ნულისაგან

განსხვავებული სასრული რიცხვია.
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განმარტები და აღნიშვნები

რადემახარის ფუნქციები განიმარტება შემდეგნაირად :

rk (x) := (−1)xk (x ∈ G, k ∈ N)
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განმარტებები და აღნიშვნები

Gm-ზე შემოვიღოთ ორთონორმირებული სისტემა, რომელსაც
უწოდებენ ვილენკინის სისტემას.
განვსაზღვროთ კომპლექსური სისდიდის ფუნქცია rk (x) : Gm → C,
როგორც განზოგადებული რადემახარის ფუნქცია

rk (x) := exp (2πıxk/mk)
(
ı2 = −1, x ∈ Gm, k ∈ N

)
.

განვსაზღვროთ ვილენკისნის სისტემა ψ := (ψn : n ∈ N) Gm-ზე
შემდეგნაირდ:

ψn (x) :=
∞∏
k=0

rnk
k (x) (n ∈ N) .

სისტემას დავუძახოთ უოლში-პალის სისტემა მაშინ როცა
mk = 2, k ∈ N.
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განმარტებები და აღნიშვნები

Gm-ზე შემოვიღოთ ორთონორმირებული სისტემა, რომელსაც
უწოდებენ ვილენკინის სისტემას.
განვსაზღვროთ კომპლექსური სისდიდის ფუნქცია rk (x) : Gm → C,
როგორც განზოგადებული რადემახარის ფუნქცია

rk (x) := exp (2πıxk/mk)
(
ı2 = −1, x ∈ Gm, k ∈ N

)
.

განვსაზღვროთ ვილენკისნის სისტემა ψ := (ψn : n ∈ N) Gm-ზე
შემდეგნაირდ:

ψn (x) :=
∞∏
k=0

rnk
k (x) (n ∈ N) .

სისტემას დავუძახოთ უოლში-პალის სისტემა მაშინ როცა
mk = 2, k ∈ N.
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განმარტებები და აღნიშვნები

Gm-ზე შემოვიღოთ ორთონორმირებული სისტემა, რომელსაც
უწოდებენ ვილენკინის სისტემას.
განვსაზღვროთ კომპლექსური სისდიდის ფუნქცია rk (x) : Gm → C,
როგორც განზოგადებული რადემახარის ფუნქცია

rk (x) := exp (2πıxk/mk)
(
ı2 = −1, x ∈ Gm, k ∈ N

)
.

განვსაზღვროთ ვილენკისნის სისტემა ψ := (ψn : n ∈ N) Gm-ზე
შემდეგნაირდ:

ψn (x) :=
∞∏
k=0

rnk
k (x) (n ∈ N) .

სისტემას დავუძახოთ უოლში-პალის სისტემა მაშინ როცა
mk = 2, k ∈ N.

ვილენკინის სისტემის მიმართ კერძო ჯამების ძლიერად შეჯამებადობა



განმარტებები და აღნიშვნები

ნორმა (ან კვაზი ნორმა) Lp(Gm) სივრცეში არის განსაზღვრული
შემდეგი ტოლობით

‖f‖p :=

(∫
Gm

|f(x)|p dµ(x)
)1/p

(0 < p <∞) .

ვილენკინის სისტემა არის ორთონორმალური და სრული L2 (Gm) -ში.
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განმარტებები და აღნიშვნები

ნორმა (ან კვაზი ნორმა) Lp(Gm) სივრცეში არის განსაზღვრული
შემდეგი ტოლობით

‖f‖p :=

(∫
Gm

|f(x)|p dµ(x)
)1/p

(0 < p <∞) .

ვილენკინის სისტემა არის ორთონორმალური და სრული L2 (Gm) -ში.
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განმარტებები და აღნიშვნები

თუ f ∈ L1 (Gm) ჩვენ შეგვიძლია განვსაზღვროთ ფურიეს
კოეფიციენტები, ფურიეს მწკრივების კერძო ჯამები, დირიხლეს გული
ვილენკინის სისტემების მიმართ შემდეგნაირად:

f̂ (k) :=
∫
Gm

fψkdµ (k ∈ N) ,

Snf :=
n−1∑
k=0

f̂ (k)ψk (n ∈ N+,S0f := 0) ,

Dn :=
n−1∑
k=0

ψk (n ∈ N+) .
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განმარტებები და აღნიშვნები

თუ f ∈ L1(Gm), მაშინ მაქსიმალური ფუნქცია არის მოცემული
ტოლობით

f∗ (x) = sup
n∈N

1
|In (x)|

∣∣∣∣∣
∫
In(x)

f (u)µ (u)

∣∣∣∣∣ .
ჰარდის სივრცე H1 (Gm) შეიცავს ყველა ფუნქციას რომლისთვისაც

‖f‖H1
:= ‖f∗‖1 <∞.
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განმარტებები და აღნიშვნები

თუ f ∈ L1(Gm), მაშინ მაქსიმალური ფუნქცია არის მოცემული
ტოლობით

f∗ (x) = sup
n∈N

1
|In (x)|

∣∣∣∣∣
∫
In(x)

f (u)µ (u)

∣∣∣∣∣ .
ჰარდის სივრცე H1 (Gm) შეიცავს ყველა ფუნქციას რომლისთვისაც

‖f‖H1
:= ‖f∗‖1 <∞.
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ისტორიული ფაქტები

ცნობილია, რომ ვილენკინის სისტემას არ აქვს ბაზისი L1 (Gm)
სივრცეში. უფრო მეტიც, H1 (Gm) ჰარდის სივრცეში არსებობს ისეთი
ფუნქცია f რომლის კერძო ჯამები არ არიან შემოსაზღვრული
L1-ნორმით. თუმცა ქვემიმდევრობა SMn -ის კერძო ჯამი არის
შემოსაზღვრული ჰარდის H1 (Gm) სივრციდან ლებეგის L1 (Gm)
სივრცეში:

‖SMkf‖1 ≤ c ‖f‖H1
(k ∈ N). (1)

უფრო მეტიც, შემდეგი ნორმები არიან ექვივალენტურები:

‖f‖H1
≡
∥∥∥∥supn |SMnf|

∥∥∥∥
1
. (2)
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ისტორიული ფაქტები

ცნობილია, რომ ვილენკინის სისტემას არ აქვს ბაზისი L1 (Gm)
სივრცეში. უფრო მეტიც, H1 (Gm) ჰარდის სივრცეში არსებობს ისეთი
ფუნქცია f რომლის კერძო ჯამები არ არიან შემოსაზღვრული
L1-ნორმით. თუმცა ქვემიმდევრობა SMn -ის კერძო ჯამი არის
შემოსაზღვრული ჰარდის H1 (Gm) სივრციდან ლებეგის L1 (Gm)
სივრცეში:

‖SMkf‖1 ≤ c ‖f‖H1
(k ∈ N). (1)

უფრო მეტიც, შემდეგი ნორმები არიან ექვივალენტურები:

‖f‖H1
≡
∥∥∥∥supn |SMnf|

∥∥∥∥
1
. (2)

ვილენკინის სისტემის მიმართ კერძო ჯამების ძლიერად შეჯამებადობა



ისტორიული ფაქტები

გატმა დაამტკიცა შემდეგი ძლიერად შეჯამებადობის შედეგი ყველა
f ∈ H1-სთვის:

lim
n→∞

1
log n

n∑
k=1

‖Skf − f‖1
k

= 0.

აქედან გამომდინარე არსებობს აბსოლუტური კონსტანტა c, ისეთი
რომ

1
log n

n∑
k=1

‖Skf‖1
k

≤ c ‖f‖H1
(n = 2,3...) (3)

და

lim
n→∞

1
log n

n∑
k=1

‖Skf‖1
k

= ‖f‖H1
,

ყველა f ∈ H1-სთვის.

ანალოგიური შედეგი ტრიგონომეტრიული სისტემებისთვის დაამტკიცა
სმიტიმ , ხოლო უოლში-პალეის სისტემებისთვის სიმონსმა.
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ისტორიული ფაქტები

გატმა დაამტკიცა შემდეგი ძლიერად შეჯამებადობის შედეგი ყველა
f ∈ H1-სთვის:

lim
n→∞

1
log n

n∑
k=1

‖Skf − f‖1
k

= 0.

აქედან გამომდინარე არსებობს აბსოლუტური კონსტანტა c, ისეთი
რომ

1
log n

n∑
k=1

‖Skf‖1
k

≤ c ‖f‖H1
(n = 2,3...) (3)

და

lim
n→∞

1
log n

n∑
k=1

‖Skf‖1
k

= ‖f‖H1
,

ყველა f ∈ H1-სთვის.
ანალოგიური შედეგი ტრიგონომეტრიული სისტემებისთვის დაამტკიცა
სმიტიმ , ხოლო უოლში-პალეის სისტემებისთვის სიმონსმა.
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ისტორიული ფაქტები

გატმა დაამტკიცა შემდეგი ძლიერად შეჯამებადობის შედეგი ყველა
f ∈ H1-სთვის:

lim
n→∞

1
log n

n∑
k=1

‖Skf − f‖1
k

= 0.

აქედან გამომდინარე არსებობს აბსოლუტური კონსტანტა c, ისეთი
რომ

1
log n

n∑
k=1

‖Skf‖1
k

≤ c ‖f‖H1
(n = 2,3...) (3)

და

lim
n→∞

1
log n

n∑
k=1

‖Skf‖1
k

= ‖f‖H1
,

ყველა f ∈ H1-სთვის.
ანალოგიური შედეგი ტრიგონომეტრიული სისტემებისთვის დაამტკიცა
სმიტიმ , ხოლო უოლში-პალეის სისტემებისთვის სიმონსმა.
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ისტორიული ფაქტები
თუ ვილენკინ-ფურიეს კერძო ჯამები იყო შემოსაზღვრული H1-დან
L1-ში ჩვენ ასევე გვექნებოდა:

sup
n∈N+

1
n

n∑
m=1
‖Smf‖1 ≤ c ‖f‖H1

. (4)

მაგრამ კერძო ჯამების შემოსაზღვრულობა არ არის სამართლიანი
H1-დან L1-ში. თუმცა, ჩვენ გვაქვს შემდეგი უტოლობა

1
log n

n∑
k=1

‖Skf‖1
k

≤ c ‖f‖H1
(n = 2,3...) . (5)

მეორეს მხრივ,ერთგანზომილებიანი შემთხვევისთვის ფუჯიმ და
სიმონმა დაამტკიცა რომ ფეიერის საშუალოები არიან
შემოსაზღვრულები H1-დან L1-ში, რაც ნიშნავს რომ

sup
n∈N+

∥∥∥∥∥1n
n∑

m=1
Smf

∥∥∥∥∥
1

< c ‖f‖H1
. (6)
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ისტორიული ფაქტები
თუ ვილენკინ-ფურიეს კერძო ჯამები იყო შემოსაზღვრული H1-დან
L1-ში ჩვენ ასევე გვექნებოდა:

sup
n∈N+

1
n

n∑
m=1
‖Smf‖1 ≤ c ‖f‖H1

. (4)

მაგრამ კერძო ჯამების შემოსაზღვრულობა არ არის სამართლიანი
H1-დან L1-ში. თუმცა, ჩვენ გვაქვს შემდეგი უტოლობა

1
log n

n∑
k=1

‖Skf‖1
k

≤ c ‖f‖H1
(n = 2,3...) . (5)

მეორეს მხრივ,ერთგანზომილებიანი შემთხვევისთვის ფუჯიმ და
სიმონმა დაამტკიცა რომ ფეიერის საშუალოები არიან
შემოსაზღვრულები H1-დან L1-ში, რაც ნიშნავს რომ

sup
n∈N+

∥∥∥∥∥1n
n∑

m=1
Smf

∥∥∥∥∥
1

< c ‖f‖H1
. (6)
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ჩემი შედეგი

ასე რომ ისმის ბუნებრივი კითხვა, არის სამართლიანი უტოლობა (4),
რომელიც იქნება უტოლობა (6)-ის განზოგადება თუ არა?

ჩვენ ამ კითხვას გავეცით უარყოფითი პასუხი:

Theorem

არსებობს ფუნქცია f ∈ H1, ისეთი რომ

sup
n∈N

1
n

n∑
k=1

‖Skf‖1 =∞.
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ჩემი შედეგი

ასე რომ ისმის ბუნებრივი კითხვა, არის სამართლიანი უტოლობა (4),
რომელიც იქნება უტოლობა (6)-ის განზოგადება თუ არა?

ჩვენ ამ კითხვას გავეცით უარყოფითი პასუხი:

Theorem

არსებობს ფუნქცია f ∈ H1, ისეთი რომ

sup
n∈N

1
n

n∑
k=1

‖Skf‖1 =∞.
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